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Variable Compleja I. Examen V

Ejercicio 1 (3 puntos). Sea {a, }nen una sucesién de nimeros complejos convergente

aw € C. Para cadan € N definimos la funcién f,, € H(C\{a,}) por f.(z) =

Z—a,
Dado el conjunto compacto K = {a, : n € N} U {w}, probar que la serie de

[e.e]
z
funciones E fn(2 ) converge absolutamente en todo punto del dominio Q = C\ K
n
n=1
y uniformemente en cada subconjunto compacto contenido en €.

Ejercicio 2 (3 puntos). Estudiar la derivabilidad de las funciones f,g : C — C
dadas por

f(z) =sen(z)  g(z) =z2(2-1)f(2) (2€Q).
Ejercicio 3. Sea 2 C C un abierto verificando D(0,1) C Q y sea f € H(Q).
1. [1.5 puntos] Justificar que para cada zy € D(0, 1) se tiene

| (z0)] < méx{[f(2)] : z € C(0,1)"}.

2. [1.5 puntos] Demostrar que
méx{|f(z)| : z € D(0,1)} = méx{|f(2)| : z € C(0,1)*}.
3. [1.5 puntos] Supongamos que existe zy € D(0,1) tal que [f(20)| = max{[f(2)] :
z € D(0,1)}. Dado r € RY con D(z,7) C D(0,1), probar que existe A € C

de modo que f|5( ) = A
20,T

4. [1 punto extra] Probar que, de hecho, f‘D(O 3 =\
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Ejercicio 1 (3 puntos). Sea {a,}neny una sucesién de nimeros complejos conver-
gente a w € C. Para cada n € N definimos la funcién f, € H(C \ {a,}) por

1
fn(z) = . Dado el conjunto compacto K = {a, : n € N} U{w}, probar que
z—ap

o
z
la serie de funciones g fn(2 ) converge absolutamente en todo punto del dominio
n
n=1

1 = C\ K y uniformemente en cada subconjunto compacto contenido en §2.

Sea T' C 2 compacto. Para cada z € T por ser K compacto y la distancia una
funcién continua, tenemos que se alcanza el siguiente minimo:

d(z, K) = min{d(z,u) |u € K}
Por ser dicha distancia continua y T' compacto, existe R € R{ tal que
R=min{d(z,K) | z€T}
Ademads, como T' C C\ K, se tiene que R € RT. Por tanto, se tiene que:
R<|z—a,| VzeT,neN

Por tanto, se tiene que:

fn(2) 1 1 1 1
= < = —=.— VzeT . neN
n? n2-lz—a, n?*-R R n?
= 1
Como la serie g —, converge, al multiplicarla por la constante 1/R, también
n
n=1

converge. Por tanto, por el Test de Weierstrass, la serie del enunciado converge ab-
soluta y uniformemente en 7.

Para la convergencia absoluta, consideramos z €  fijo. Como {z} es compacto,
por el Test de Weierstrass tenemos que converge absolutamente en {z}. Como z es
arbitrario, tenemos que la serie converge absolutamente en todo punto de €2.

Ejercicio 2 (3 puntos). Estudiar la derivabilidad de las funciones f,g : C — C
dadas por

f(z)=sen(z)  g(z) =z2(z-1)f(2) (2€C).
Estudiamos en primer lugar la funcion f. Para ello, con vistas a aplicar las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, definimos u, v : R? — R como:

u(z,y) = Re(f(x +iy)) = Re(sen(x — iy)) = sen(x) cosh(—y)
v(x,y) = Im(f(x + iy)) = Im(sen(z — iy)) = cos(z) senh(—y).

Calculamos ahora las derivadas parciales de u y v:

%(x, y) = cos(x) cosh(—y)
g_Z(g;, y) = — sen () senh(—y)
%(3;’ y) = — sen(z) senh(—y)

g_;(x, y) = — cos(z) cosh(—y)
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La primera ecuaciéon de Cauchy-Riemann nos dice que:

ou ov

cos(z) cosh(—y) = — cos(x) cosh(—y)

cos(z) =0
7T
T E -+ 7L
2
La segunda ecuacion de Cauchy-Riemann nos dice que:

ou ov

—sen(x) senh(—y) = sen(z) senh(—y)
renlNy=0

Definimos por tanto el conjunto en el que se cumplen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann como:

U={z€C|Im(z) =0ARe(z) € 72+ 7Z}
Tenemos por tanto que f € H(U), y no es derivable en ningin otro punto de C.

Estudiamos ahora la funcién g. Fijado z € C, veamos si es derivable en z.

» Siz € U, entonces g es derivable en z por serlo f y z(z — 1), que son funciones
holomorfas en C.

» Siz ¢ U, distinguimos de nuevo:

e Siz#0,1, tenemos que:

f(z):% Ve g U

Si g fuese derivable en z, entonces f también lo seria, pero sabemos que
no lo es puesto que z ¢ U. Por tanto, g no es derivable en z.

e Si z = 0, entonces:

/ R Y g(z)—g(O) _
g(O)i,lzl—I}(l) Z—O z—0 Z z—0

e Si z =1, entonces:

g(1) = h’mM = h’mM =limzf(z) = f(1) = sen(1)

z—1 z — 1 z—1 2z —1 z—1

Por tanto, g es derivable en U U {0, 1}, mientras que no es derivable en ningiin
otro punto de C.

Ejercicio 3. Sea 2 C C un abierto verificando D(0,1) C Q y sea f € H(Q).

6

=~ =lim(z —1)f(z) = —f(0) = —sen(0) =0
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1. [1.5 puntos] Justificar que para cada zo € D(0, 1) se tiene
[/ (z0)] < max{[f(2)] : 2 € C(0,1)"}.
2. [1.5 puntos] Demostrar que
max{|f(2)| : = € D(0,1)} = méx{|f(2)| : z € C(0,1)"}.

3. [1.5 puntos] Supongamos que existe zy € D(0,1) tal que [f(20)| = max{[f(2)] :
z € D(0,1)}. Dado r € Rt con D(z,7) C D(0,1), probar que existe A € C

de modo que f|5( )= A
20,T

4. [1 punto extra] Probar que, de hecho, f‘D(O = A



